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Décomposition en valeurs singuliéres

SVD
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La décomposition spectrale

(D) Théoréme spectral

Une matrice symétrique S € R™ " est diagonalisable en base orthonormée : il existe A\; >
.-+ > )X, et une matrice orthogonale U € R™"*" telles que

S = U diag(A1, ..., \,)U " ou SU = U diag(Ai, ..., A,).
SiU = [uy,...,uy,], alors

n
T
S = E )\Zuzul s Sui = )\zuz
i=1

Une matrice U est orthogonale si U'U = UU " = I,,, ou encore (u;, u;) = d;;.

Les A; sont les valeurs propres et les u; les vecteurs propres associés.

La déecomposition en valeurs singuliéres

(O Théoréme

Pour toute matrice X € R"*P, il existe des matrices orthogonales U € R"*" et V € RP*P
telles que

U'XV =% =diag(s1,--+, Smin(n,p))s

avec 81 2 +-* 2 Spin(n,p) = 0. Ainsi,

X=UxVv"|
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onécritU = [u1,...,un] et V = [v1,...,vp], avec (ui, uj) = d;; et (vi, vj) = d;j.

Démonstration : diagonaliser X "X (Golub et van Loan 1996).

SVD : visualisation

p
p n p
S1
n _ |n O

Sn
X = U » VT
P n

S1

n n Sp

X = U ¥ v

SVD : propriéteé variationnelle

Les s; sont les valeurs singuliéres de X ; les u; (resp. v;) sont les vecteurs singuliers

a gauche (resp. a droite).

() Propriété variationnelle de la plus grande valeur singuliére

§1 = max

u€R™, veRP, |ull=]v]=1

Le lagrangien est

L(u,v) = v Xv = Ai([ull* = 1) = Xa(]Jo]* - 1).

Les conditions du premier ordre donnent

Xv =2\u,

u' X

XT’U, = 2)\2'0,
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puis
X"Xv=av, XX"u=au,

avec a = 41 As.

SVD reduite

Partons de X = UXV " En ne gardant que les 7 = rang(X) valeurs singuliéres non
nulles,

X = Z s;u;v; = U, diag(sy,...,s,)V. |
i=1

Les matrices ui'viT

respectivement les espaces des colonnes et des lignes de X :

sont de rang 1. Les u; et les v; sont orthonormés et engendrent

Vect(zy,...,z,) = Vect(uy,...,u,).

SVD réduite : visualisation

Les deux premiéres vues correspondent a une matrice large ;

p
p n p
S1
n _ |n .
.0
X = U ¥ VT
p n n p
S1
n — |n
Sn

Les deux suivantes a une matrice haute.
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SVD et meilleure approximation

(O Théoréme (meilleure approximation de rang k)
Soit X = Y.7 | siu;v; la SVD compacte de X € R"*P et X}, = Zle siu;v; . Alors

min || X — Z|2 = || X — Xll2 = sks1.
rank(Z)=k

La norme spectrale est définie par

X2 = Sup [Xul| = s1(X).
ul||=1

Ce résultat est crucial pour l'analyse en composantes principales (ACP).

SVD et meilleure approximation : illustration

Approximation de rang k d’'une matrice gaussienne A € R9%6 .
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