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Tableaux de contingence bivariés

Tableau de contingence

Un tableau de contingence est une matrice K € R?*™ obtenue en croisant deux
variables qualitatives X1 et Xo, ayant respectivement g et m modalités, observées sur
un échantillon de m individus.

1 s m

1 nit ni Nim

1 ni1 T MNim

q Mq1 g Tgm
Total n.1 n.s n.m n.=mn

On note :

e n;s le nombre d’individus possédant les modalités ¢ et s ;

* M.y — Z;I:l n;s le nombre d'individus possédant la modalitée s ;

— ¢ mo o
M=), Zs:l n;s = n le nombre total d’'individus.

Tableau des frequences

En divisant par n le tableau K, on a le tableau des fréquences F = (fis)i<i<q, 1<s<m:
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1 S m Total
1 fu f1s fim fi
i fil fis fim /
q fql qu fqm '/"r
Total fa I fom f.=1

o Les fréquences et leurs marginales sont f;s = ’lﬁi fi

- Z:” 1fv's -

,]/ f —
nt'Js

3:1 fis = L=

e On note ensuite les vecteurs des poids des lignes et des colonnes :

r = (f-l?-'~7f~s7'°°7f~m)T

Les matrices diagonales associées sont D, = diag(r) € R?*? et D, = diag(c) €
Rmxm.

1.3 Tableau des profils lignes (conditionnelle en ligne)

Le tableau des profils lignes L est obtenu en divisant chaque ligne 7 de F' par son poids

fi..

1 - s 0om On note £;5, = & = s |o terme général de
1 fulh o fulfi o fielfu _1 fi mi-
: : : : L = Dr F.
i firl fi fis/ fi- fim/ fi
t; ful./fll. fus}fv. fqm-/fvl.

« Métrique des poids : les profils lignes forment un nuage de q vecteurs de R™. Le profil
ligne moyen pondérés par D, € R?? (centre de gravité du nuage) est ¢ =

3:1 fi. Li: € R™ (marges des colonnes). On peut alors centrer la matrice des profils
lignesT,

(=), (1)
fi- CS i,s fz f's 7:’

« Distance du x%: métrique euclidienne avec poids Dgl e Rmxm

(f” fflfs)i’s =Dt (F —’rcT).

m
2
2 _ Tp-1 1 f fir
@b+ (Lisy Lir)) = (Lis = L) "D (Lo — Lo) = 0 7= (J2 = )
s=1
! Centrer dans cette métrique E(.f,-_Lj-': = Opm revient a mesurer 'écart a l'hypothése d’'indépendance

stochastique (fis = fi- f-s).
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Tableau des profils colonnes (conditionnelle en colonnes)

Le tableau des profils colonnes C est obtenu en divisant chaque colonne s de F' par son
poids f.s.

1 - s em On note ¢;5 = fcis = %Li le terme général de
-8 -8
1 fu/ f fis/ f fim/f _ -1
: : C=FD_".
firl f fis/fs fim/fm
q fw,‘/f\ fw./f fqm‘/fm

Total 1 1 1

o Métrique des poids : les profils colonnes forment un nuage de m vecteurs de RY. Le
profil colonne moyen pondérés par D, € R™*™ (centre de gravité du nuage) est r =

Z;" . fsC.s € R? (marges des lignes). On peut alors centrer la matrice des profils
colonnes?:

fs 1,8 '8 1,8 fes 1,8
« Distance du x2: métrique euclidienne avec poids Dr_1 € RI*9,
q

d2Dr—l(C:sa C:s’) = (C:s - C:S’)TDTTI(C:S - C:S’) = Z i (% B ;‘czj: )2‘
i=1

Liaison entre lignes et colonnes
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En cas d'indépendance entre X; et Xy, on a:
1.6 Inertie et liaison entre variables e
7 -8
.fis - j%-j{s <~ Nig = ——
Une mesure globale de liaison entre X7 et X9 est
avec les fréquences theorlgﬂues fZ fs et les effectifs theorlques Dills

e On définit ux@ qﬂn@r [ : ecnneErgug-Jé’—sﬁ?eé%\c&z de X1 et une

modalité s de Xy =1 s=1 i=1s=1

n

o si fis >~ fi.fs ilyaindépendance entre i et s ; -

. En c%ssd’Lﬁi@éEerfdaﬁ@e,lSﬁ gngda;itgs i §f s s'attirent, car fﬂ > f.get fi—“" > fi
o En porsdéfanzfs. fag, fosfmodalibsenetzs=sy repoyssent gareévag ,f)sftzfﬁ #ffiz? =
-nO‘n% ta matrice des écarts a l'indépendance (mesuré avec le taux de liaison):

/ r P\

\ Jils /i L o

(D) Théoréme

On a
ax’=1I(L) =I(C),

ot I(L) est Uinertie du nuage des profils lignes et I(C) linertie du nuage des profils
colonnes, calculées avec leur métrique et distance du X2 respective3.

30nadonc I(L) =), f,;dQDI (Lis, e ) et I(C) =), fsd;) (Cs,c')

1.7 Exemple

> # Statistique du chi2 calculée directement
> chisqg.test(K)$statistic

X-squared

106.6637

> # Carré de la distance du chi2 entre un profil ligne et le profil moyen
> distsq <- function(x, mean=c) {

+ sum((x - mean)”2 / mean)

+ }

>

> # Carrés des distances de tous les profils lignes au profil moyen

> dists.row <- apply(L, 1, distsq, mean = c)

> dists.row

Black Brown Red Blond
0.38974635 0.07834092 0.18296344 0.84474722

# Inertie du nuage des profils lignes : moyenne ponderée des distances
iner.row <- sum(dists.row % r)

Vv v Vv

iner.row * sum(K)

[1] 106.6637
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# Carrés des distances de tous les profils colonnes au profil moyen
dists.col <- apply(C, 2, distsq, mean = r)
dists.col

Vv v

Brown Blue Hazel Green
0.3143532 0.4820014 0.1826037 0.1601520

> # Inertie du nuage des profils colonnes : moyenne ponderée des distances
> iner.col <- sum(dists.col * c)
> iner.col * sum(K)

2 Analyse Factorielle des Correspondances

1
2

a a0cC con
x TOTTGTTT

2.1 Principes
Décrire simultanément les deux nuages pondérés suivants :

1. les g profils lignes (lignes de L) pondérés par D, et avec la métrique Dc_1 :

2. les m profils colonnes, (colonnes de C') pondérés par D, et avec la métrique D, 1.
Elle revient de maniére équivalente a effectuer :

o deux ACP pondérées successives sur les q profils lignes, puis sur les m profils
colonnes

« ou une ACP pondérée du tableau des écarts & lindépendance Z = D, !(F —
7"cT)DC_1 avec les pondérations D, pour les lignes et D, pour les colonnes.

2.2 ACP de la matrice des profils-lignes centrés

On cherche a représenter au mieux les ¢ modalités de X7 dans un sous-espace de R™
de dimension k < min(q — 1, m — 1)*

*0On a au plus g — 1 dimensions pour les lignes (du fait du centrage par les poids) et m — 1 pour les
colonnes (car la somme d'un profil vaut 1).

 Les axes sont engendrés par les vecteurs propres ordonnés vy,...,v de
LTD,«LDC’1 € R™*™ associés aux valeurs propres Ay > --- > A\

« A chaque étape, on ajoute une nouvelle direction qui maximise la variance
(pondérée par D,) des projections des profils-lignes centrés, sous la métrique Dgl

« Les vecteurs directeurs v, sont D1 orthonormés :

1, sia=24,
0, si « §é /37

Tp-1, _
v, D. vg =

o La matrice ¢ X k des coordonnées des profils-lignes projetés sur Vect(vl,...,vk)
est notée :

X =LD;'v,

e X., est la a-iéme composante principale des profils-lignes, de moyenne nulle (

X.o = 0) et de variance Var(X.o) = Aa.
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ACP de la matrice des profils-colonnes centrés

De facon duale, on représente les m modalités de X2 dans un sous-espace de R? de
dimension k < min(qg — 1, m — 1)°.

« Les axes sont engendrés par les vecteurs propres ordonnés ui,...,ur de
CD.C"D, ! € R7%% associés aux valeurs propres Ay > -+ > X,

« A chaque étape, on ajoute une nouvelle direction qui maximise la variance
(pondérée par D,) des projections des profils-colonnes centrés, sous la métrique
D!

» Les vecteurs directeurs u, sont D,Tl—orthonormés :

1, sia=20,
0, sia#p,

TpH-1, _
u, D, "ug =

e La matrice m X k des coordonnées des profils-colonnes projetés sur
Vect(ui,...,ur) est

Y =C'D, U,

o €st la a-iéme composante principale des profils-colonnes, de moyenne nulle (
.o = 0) et de variance Var(Y.s) = Aa.

SVD généralisée des taux de liaison

L'AFC peut se calculer par une décomposition en valeurs singuliéres (pondérée) de la
matrice Z € R?2*™ (matrice des écarts a l'indépendance ou des profils centrés) avec les
métriques

N=D1'eR?™ et M=D;'ecR™™,
On écrit alors
Z =UAV",

ol, en posant r = rang(Z) :

« A =diag(v/A1,...,vAr) est la matrice des valeurs singuliéres ordonnées ; les Aq
sont les valeurs propres non nulles de ZMZ "N etde Z'NZM ;

« U € R?*" contient en colonnes les vecteurs propres de ZMZ "N, orthonormés
pour la métrique N : U'NU = I, ;

« V € R™*" contient en colonnes les vecteurs propres de Z' NZM, orthonormés
pour la métrique M : VI MV =1I,.
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« Coordonnées factorielles: profils-lignes X et profils-colonnes Y')

X =ZMV, = UrAyg
Y = Z"NU, = VA,

2.5 Calcul pratique a partir de la SVD standard

« Calcul pratique (SVD standard) : Plutot que d'utiliser les routines de SVD généralisée,
on peut effectuer la SVD classique de Z = NY/2ZM'Y2 = UAV" (sous métriques

+ + + + + + + + + + + + + + vV

identites I, I,,,). On remonte ensuite aux facteurs par :

U=N12py, V=M%V,

# Métriques N = Dr*-1/2 et M = Dc"-1/2

N_sqrt = np.diag(1.0 / np.sqrt(r))

M_sqrt = np.diag(1.0 / np.sqrt(c))

# Transformation

Z_tilde = N_sqrt @ Z @ M_sqrt

# SVD classique : Z_tilde = U_tilde @ diag(s) @ V_tilde”T
U_tilde, s, Vt_tilde = svd(zZ_tilde)

# Reconstitution des facteurs SVD généralisée

U_std = N_sqrt @ U_tilde

C_std = U_std @ np.diag(s) # Coordonnées des profils-lignes
print(np.round(C_std[:, :21, 3))

-0.509 0.338]

-0.193 -0.144]

-0.197 -0.321]

0.76  0.085]]

2.6 Exemple

1

#

ibrary(FactoMineR)

Exécution de 1'AFC (CA = Correspondence Analysis)

res.ca <- CA(K, graph = TRUE)

7112
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CA factor map

0.25

Dim 2 (9.58%)

-0.25

Dim 1 (88.76%)

o Axe 1 (inertie principale) : Oppose nettement les profils extrémes sur la premiére
dimension.

o COté lignes : opposition trés marquée entre les cheveux Blond (a gauche) et
Black / Brown (a droite).

o COté colonnes : opposition symétrique entre les yeux Blue (a gauche) et Brown (a
droite).

e Axe 2 :lIsole la modalité intermédiaire Red (lignes) et Hazel / Green (colonnes).

Composante principale standardisée

Une composante principale standardisée est une composante divisée par son écart-type
(VAa).

o La matrice Ay étant la matrice diagonale des valeurs singuliéres, les matrices X* et
Y™ des coordonnées factorielles standardisées s’écrivent :

X*=XA! X* = Uy
_—
Y*=YA;! Y =1V,

e On a les relations de transition suivantes :

X =D YF —rc")Y*
Y =D, Y (F—-rc")"X*

La coordonnée factorielle d'une modalité d’'une variable est une combinaison linéaire
des coordonnées factorielles (standardisées) des modalités de l'autre variable

Xia:i

sq—l .
Ysa = Z f“” X:a
k i=1

-8

f’isy*
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2.8 Propriétes barycentriques

On en déduit immédiatement que

m q
3 fi 3 fi

Xia = \/i\—a ﬁYsa et Yo = \/% ina
s=1 i

Q Interprétation géométrique et statistique

e Principe du barycentre : La coordonnée de la modalité ¢ est la moyenne des coordonnées
(standardisées) des modalités s de l'autre variable, pondérée par les fréquences
conditionnelles f;s/ fi. (profil-ligne).

+ Dilatation : Au coefficient de dilatation 1/4/X, prés (puisque /A, < 1), les coordonnées

factorielles d’'un nuage de points sont, sur chaque axe, les barycentres des coordonnées
factorielles de l'autre nuage.

+ Représentation simultanée : Ces relations justifient le tracé des profils-lignes et des
profils-colonnes sur le méme graphique (biplot). Mais Attention : la distance entre
un profil-ligne et un profil-colonne ne s’interpréte pas directement en termes de
distance géométrique, mais en termes d’attraction/liaison (un profil-ligne se
rapproche des profils-colonnes pour lesquels sa fréquence conditionnelle est
élevée).

2.9 Exemple

Verification des relations barycentriques sur le Ter axe

# 1. Extraction FactoMineR

x1 <- res.ca$row$coord[, 1]

y1l <- res.ca$col$coord[, 1]

rsqrt_lambda <- 1 / sqrt(res.ca$eigl[, 11])
rsqrt_lambda

Coordonnée x_1

Coordonnée y_1

Valeur singuliére sqrt(lambda_1)
poids dans les relation barycentrique

vV V V|V Vv
H OH B oW

dim 1 dim 2 dim 3
1.818304 5.535800 13.259526

> # --- Formule : x_i = (1 / sqrt(lambda_1)) * sum( (f_is / f_i.) * y_s )

> x_black_formulel <- sum(L['Black',] * y1) * rsqrt_lambdal[1]

>

>

> cat("FactoMineR (x1) :", x1["Black"],

+ "\nFormule avec y (1/sqrt(lambda) * sum) :", x_black_formulel, "\n")
FactoMineR (x1) : 0.5170739

Formule avec y (1/sqrt(lambda) * sum) : 0.5170739
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AFC - Opacité (alpha) proportionnelle a la masse

1
1
1
1
1
1
1
0.25 1
1
1
1
1
1
1
1
1

Dim 2 (9.58%)

-0.25
Black
L]

Dim 1 (88.76%)

Interprétation et critéres de qualite

Interprétation : Inertie et test d'indépendance

e En ACP normée, linertie totale du nuage des points-individus est égale a p, le
nombre de variables. En AFC, linertie totale des profils-lignes et des profils-

colonnes est égale au ¢2 (le X2 d'indépendance divisé par l'effectif total n) :

_ X2(X17X2)
N n

I(L) = I(C)

La dispersion des nuages de points est donc une mesure de liaison entre les deux
variables qualitatives, appelée aussi mesure d’écart a l'indépendance.
« Nombre d’axes et inertie : En AFC, il y a au plus » = min(qg — 1, m — 1) valeurs

propres non nulles. L'inertie totale s'écrit Zgzl Ao. Chaque axe principal explique
une part de cette inertie :

Ao

x 100
AL+ A,

qui s'interpréete comme :
o Le pourcentage d'inertie (ou de variance) expliqué par l'axe «,

o La part de la liaison entre X1 et X9 captée par cet axe.

LAFC en pratique
1. Test préalable du x?

2
o Linertie totale vaut I = Xn—

o AFC pertinente uniquement si Hy est rejetée (p < 0,05).
o Evite d'interpréter le bruit d’échantillonnage.
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2. Choix du nombre d’axes

o Rang maximal: 7 = min(q¢ — 1, m — 1).
o Critére du coude sur 'éboulis des valeurs propres.
o Seuil de Benzécri : conserver les axes ol A, > %

3. Interprétation des modalités

o CTRq () (Contributions) : quelles modalités créent l'axe.
o cos2(-) (Qualité) : si l'axe explique bien la modalité.

Contributions absolues (CTR)

Pour un axe factoriel «, la contribution d’'une modalité mesure sa part dans l'inertie
de cet axe (Aq)

(CTRa(i) = f’“/\j?" (Profils-lignes)

avec Z CTR, (i) = Z CTR,(s) =1

CTR,(s) = nyzl (Profils-colonnes)

o Role : Identifie les modalités responsables de la construction de l'axe a (donne
son sens a l'axe).

« Régle de décision : Une modalité est contributive si sa contribution excéde le
poids moyen : en lignes, si on a CTR,(7) > ;—; en colonnes, si on a
CTR,(s) > X

Attention au piege de l'excentrement

En AFC, un point tres éloigné de l'origine n’est pas forcément un contributeur majeur : la
contribution dépend du produit entre 'éloignement (Xfa) et la masse de la modalité (f;.
). Une modalité rare trés excentrée peut avoir une contribution faible.

Qualité de représentation (cos?)
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Le cos? mesure la qualité de projection d’une modalité sur l'axe factoriel o :

2
cos?(i) = -.—7«— (Profils-lignes) r
o dD_l(L,:,c ) 5
" avec Zcosa(-) =1
o o 2 = y?a 1 - a=1
Réfek&se $) = (e (Profils-colonnes)
ou(glgpﬂ,(tgm@g) est la distance du x2 entre le profil-ligne L;. et le profil moyen c.

» Frapg Wkeh uyeprésenté : On n’'interpréte la position d'un point sur un axe que si son
. M@d@icdﬂﬁvél‘dvé (proximité réelle, non un artefact de projection).
* VipieriRdt&Intel-Pasiedlerzs Deux modalités d'une méme variable proches et bien
representees ont. des.profils similaires.
- Proximité inter-variaibles p La proximité entre une modalité ligne et une colonne
s'interpréte uniquement via les relations barycentriques (attraction / liaison
positive).
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