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Objectifs

Description des données : tableau condensé
On travaille sur des tableaux de données ou

e les lignes correspondent aux individus

o les correspondent aux étudiées (i.e. des modalités discrétes)
Variable 1 --- Variable p
Individu 1 T11 Tip
Individu n T Tnp

x;, : mesure de la variable k pour U'individu 4.

Un tel tableau sera nommé tableau condensé, et est de taille n X p.

Description des données : tableau disjonctif complet

Le tableau précédent est transformé avec un codage binaire (one-hot encoding)

Variable 1 Variable p
mod.1 --- mod.J; --- mod.1 -.-- mod. J,
Individu 1 tl,(l,l) tl,(l,Jl) tl,(p‘l) tl,(p,Jp)
Individun  t, 1) - taau) o by o tapy)

Pour chaque variable k ayant Jr modalités, on crée une colonne par modalité (k,j).

: 1 sil’individu 7 posséde la modalité j de la variable k,
i,(k,3) =

0 sinon.

« Ce tableau est nommeé tableau disjonctif complet (TDC), et est de taille n X J, avec J = Zi:l Ji

e Chaque individu posséde exactement une modalité par variable qualitative. On a pour tout ¢ =
1,...,n

> tikg) =D
ko

Exemple
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Tableau condensé des groupes sanguins

Groupe sanguin

Ind.
Ind.
Ind.
Ind.
Ind.

a & WN =2

Tableau disjonctif complet associé

Groupe sanguin

Ind.
Ind.
Ind.
Ind.
Ind.

g o W N =

1. Objectifs de 'ACM
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Décrire les liaisons entre p variables qualitatives qui sont simultanément observées sur n individus.

o Etude des individus

o Identifier des profils d'individus en étudiant les modalités en commun.

o Etudier la variabilité des profils.
o Extraire les principales dimensions.

o Etude des variables

o |dentifier les liaisons entre variables.
o Visualisation d’ensemble d’'association entre modalités.
o Construction de variable synthétique.

O Astuce

Effectuer une ACM consiste a appliquer 'AFC au TDC c’est a dire a effectuer une ACP pondérée des nuages
des points-individus et des points-modalités (centrés). On reprendra donc largement les résultats du cours

d’AFC.

2 Etude du nuage des individus

2.1 Pondération du TDC

Soit T' = (t;5) la matrice du TDC, de taille n x J, ou

1 sil’individu 7 posséde la modalité j,

tii =
J .
0 sinon.

En ACM, on traite le TDC comme un tableau de contingence :

=ity

o Construction de la matrice X

la fréquence de la modalité j vaut f; =

o Valorisation de la rareté : on divise t;; par fj pour donner plus de poids aux modalités rares.
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o Centrage : on soustrait 1 pour obtenir des colonnes de moyenne nulle :

tii
J

Tij = 4 —1
fi

o Interprétation

o Matrice X = (z;;) : C'est le tableau centre-reduit (du sens du x2) sur lequel on applique une
ACPT,

o Profils individus : la ligne 7 représente la position de U'individu ¢ (chacun avec un poids 1/n).

Exemple (suite)
Pour le groupe sanguin, on a

Modalité A B

o

+ =

Fréquence f; % é—

i

2 3
5 5

Les individus de groupes B ou O auront une contribution plus forte, ce qui met en évidence les
profils spécifiques.

Le tableau transformé X = (z;;) est alors

Individu A B O + -

Ind. 1 % -1 -1 % -1

Ind. 2 -1 -1 4 1 %
2 3

Ind. 3 : -1 -1 35 -1
2 2

Ind. &4 5 -1 -1 -1 3

Ind. 5 -1 4 -1 -1 %

Ainsi, pour U'individu 1 qui est de groupe A,
1 5 2

- 1=
LA =375 3

On procéde de méme pour chaque modalité de toutes les variables, puis on applique 'ACP au tableau
X obtenu.

Une premiére ACP sur les profils lignes

On considére un nuage d’individus (ou de profils-lignes) vivant dans R”.
o Objectif : Chercher un sous-espace représenté par des axes factoriels tels que la forme du nuage
de points soit la moins altérée possible aprés projection orthogonalisée.

e Inertie et Distance : La « forme » du nuage est caractérisée par son inertie, dont le calcul
nécessite une métrique (notion de distance) appropriée entre deux individus ¢ et ¢’.

() Métriques usuelles

e ACP normée : Métrique euclidienne usuelle M = I (les variables sont réduites, la distance s’écrit
d(i,i')* = X2 (x5 — irj)*),

e AFC / ACM : Métrique du x2 avec M = diag(1/f;) (pondération par Uinverse de la fréquence pour
sur-pondérer les modalités rares).
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Distance du x? entre deux lignes

Pour tout 2,4’ = 1,...,7n on pose:

J 1 ,
g‘f_ _lj)

Donc deux individus sont proches s'ils possedent les mémes modalités, sachant que l'on donne plus
de “poids” dans cette distance au fait que ces deux individus ont en commun une modalité rare (n;
petit):

« d

*le

1,7') = 0 si 4 et prennent les mémes modalités ;
1,1

o9

est faible si 7 et ¢/ ont en commun beaucoup de modalités ;

(4,7")

(4,7")

« d(i,i') augmente avec le nombre de modalités différentes entre i et ¢’
(4,7")

-/

.
U

1,%') est d’autant plus grande si 4 ou (exclusif) ¢’ posséde une modahte rare.

Inertie du nuage de points

Distance d'un individu au barycentre G Comme le tableau est centré, la distance au centre de
gravité G s'écrit :

s 1 ‘. 2y T,
NSRS SECETED SFAY Y I Sl
=1 p p i=1 fj p — Ji
J= J= j=
e Inertie totale du nuage d'individus
1 — 1 <& J ti: J
I(L) = Inertietot = — d(Z’G)2 = — A 1==-—1

n ; np ; ]Zl fi p

Remarque:

e En AFC : L'inertie totale des nuages (profils-lignes ou colonnes) s’interpréte directement comme la
valeur du );—2 qui mesure 'écart a l'indépendance entre les deux variables qualitatives.

e En ACM : Ce n'est plus le cas. Linertie dépend uniquement de %—

moyen de modalités par variable moins 1.

1, c’est-a-dire du nombre

Illustration : jeu de données hobbies
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» Description
o 8403 individus (6905 aprés nettoyage)
e 17 variables qualitatives actives indiquant la pratique ou non du loisir proposé, et une 18éme
pour le nombre moyen d'heures journaliéres a regarder la TV.
e 4 variables qualitatives supplémentaires (sexe, age, profession, statut matrimonial).
e 1variable quantitative supplémentaire (nombre d’activités).

> library(FactoMineR)
> data(hobbies)

()
'3 c ) a - ) 3
S

L © ) [ L .= E] e = 2 c Y B =
< E = 2 £ ¢ £ £ g £ & &t £ g £ ¥ g
= on = S = = 59 o o = |5 %5 = > x ) 0
© @ =] o =3 = ) on = [ = () on —_
s £ ¢ £ 2 & o T & 2 @ £ T - E o § F g < =
w = o (2] = (2} © o= - P = = o — 4
O o = > o 2 [ o w =
= % E o ; L] () =) = (G = E

— o >
a e =
11000210 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 2 F (556 Mar
5] ied
11000410 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 0 4 M (45,5 Mar
5] ied
11000610 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 4 F (25,3 Ren
5] arri
d
11000710 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 M (75,8 Mar
5] ied
11000810 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 M (55,6 Mar
5] ied
11000910 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 3 M (45,5 Mar
5] ied
4 »

2.6.1 Nettoyage des données
df <- hobbies[, 1:23]

quali_vars <- c(1:22)
df[quali_vars] <- lapply(dflquali_vars], as.factor)

quanti_vars <- c(18,23)
df[quanti_vars] <- lapply(dfl[quanti_vars], as.numeric)

# Supprimer TOUTES les lignes contenant au moins un NA sur ces colonnes
df_clean <- df[complete.cases(df), 1

IV VIVIV V V|V V V |V VvV Vv

cat(dim(df), dim(df_clean))

8403 23 6905 23

2.7 Représentation graphique du nuage des individus

Représentation du nuage des individus sur le 1er plan principal
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Dim 2

Nuage des individus - Reading

1 Tous les individus

0.5

-0.5

-0.5 0

Dim 1

Activité : Toutes

Toutes Exhibition

0.5

Playing music

e Pas d'allure
particuliére du
nuage de
points.

e On peut faire
apparaitre les
modalités et
les variables
pour aider a

l'interprétation.

Knitting

2.8 Représentation graphique des moyennes des profils lignes stratifiés par activités

DIm2 (8.2%)

Dim2 (8.2%)

1.0

05

-0.5

04

0.2

0.2

ACM : Barycentres de toutes les modalités

Fishimg "1
@ardening. 1

m@m@eﬁngj

-0.5 0.0 0.5 1.0
Dim1 (20.3%)

ACM : Barycentres de toutes les modalités (Zoom)
i
o
Fishirjg_1
A
Gardening_1

Knlttlng —

E&ﬁ%c?mg 1
q’ﬁgfﬁgﬁ&ﬁ/olumeeringj

L\stemnq mus@“{éma 0

geﬁﬁ\agdxl*ﬂ%gc ]%avelgg%gm%m t-

wafkPgkipo 0 T S, Show_1
Mechanic 0 | Cinema_1 4
! A
Gardenmg d
. ‘
‘
:
-0.25 0.00 0.25 0.50

Dim1 (20.3%)

On peut calculer le barycentre (euclidien) de
chaque modalité :

6/15

n
Gmed () = 3° B e i)
n;

i=1
C’T(md)(i) désigne la coordonnée de
Uindividu % sur le r-iéme axe factoriel ;
ti; € {0,1} lindicateur d'appartenance a la
modalité j ;

;= D11 t;; Ueffectif de cette modalité.
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2.9 Validation empirique

e On avu une séparation nette des modalités « Oui » et « Non » le long de la premiére bissectrice.

e On peut vérifier en observant les 1000 individus situés aux extrémités de certains axes.

Individus extrémes (Dim 1-2)

Listening MU e
1.0
; | —
Autres Reading co—
©  Sud-Ouest Walking — mmmm
4 Nord-Bet Mechanic —
Cooking —
Travelling _—
05
Gardening
Cinema
o Computer
.§ Sport __
£ 0 ° . . Exhibition &
a - .' “a Show =
L]
. ’% Playing music ~ pe———
o’
; ]
% &8 Volunteering H
L]
Knittin —
‘.// 9 ]
; —
L’ Collecting g
05 1 shi —
L’ Fishing ]
,
e 0% 25% 50% 75% 100%
L’ Proportion de pratiquants
-0.5 0.0 0.5 1.0
Dimension 1 B Sud-Ouest [ Nord-Est
& Individus extrémes (2e bissectrice) Listening music  mmmm—
’ ; | —
Autres . . Reading —————
'\ ® Nord-Ovest L
© Sud-Est
LSOy &
AN ® o
e A Cooking @—
N
o\ % ; —
g% Travelling —
0.5 - :il
Gardenin e ——
. “.‘;’ g
3° Cinema g
L ~..
N ® e Computer =
s “® e
o L ‘*“. Sport  pmm
-
2 * et Exhibition &8
= 0.0 °
= °p, Show |
o Playing music n
Volunteering __
Knitling  —
Collecting __
-0.5
Fishing E—
0% 25% 50% 75% 100%
Proportion de pratiquants
0.5

B Nord-Ouest [ Sud-Est

Dimension 1

2.0 Rapport de corrélation
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Pour synthétiser l'information portée par les variables qualitatives k sur chaque axe r, on utilise
le rapport de corrélation nf b

2 Inertleinter,T,k

= 6 M
nr,k )\7' [0’ 1]

avec Inertieinter,r,k U'inertie inter-classe de la k-iéme variable sur l'axe de rang r :

Jk f 1 n 2
Inertieinter,r,k = Z | = z ti]‘C}‘md) (2)
o\

» Plus nfk est proche de 1

o plus la liaison est forte entre la composante 7 et la variable k
o plus on observe une séparation des modalités de la variable k sur 'axe r

e Si nfk est petit : les barycentres des modalités de la variable k sont tous confondus a
'origine.

Etude du nuage des variables

Distance du x? entre deux colonnes (modalités)

Le principe est identique a celui appliqué aux individus. On munit l'espace des individus d'une

métrique définie par la matrice diagonale des poids D, = Diag(f;) = n%;I” = %In.

+ La distance du %2 entre deux modalités j et j' s'écrit alors :

20 N\ N B - ﬁ_tij')Q—fj+fi’_2fjj'
d(],])_i_zlfl( 1] Z]) _nZ(fj fj' - fjfj'

i=1
ou fij = %Z?ﬂ t;jt;;» désigne la fréquence relative des individus possédant a la fois les modalités
. 0
Jetyg.
e Deux modalités j et j' sont donc d’'autant plus proches qu'elles sont portées simultanément par
les mémes individus (fj;r = fj = fj).
e Deux modalités d’'une méme variable sont exclusives (fjjr = 0), leur distance simplifiée est alors
. Cg2(s a1y 1 1
maximale : d*(j,5") = 7+ 7

Inertie du nuage des modalités
o La distance d'une modalité j au centre de gravité (origine Q) s'écrit :
1~ [ty S|
d*(j,0) = = L 1) =—-1
3.0 = 2> (5 ,
i=1
Cette distance au centre est d’autant plus grande que la modalité j est rare (fj faible).

o Linertie de la modalité j est donnée par :
Inertiemea(j) = 22 d2(j,0) = L2 (— - 1) o4
p p \[f p
Malgré la baisse de son poids, plus une modalité est rare, plus son inertie propre est grande (car
1 — f; tend vers 1).

Pré-traitement : On évite en pratique de conserver dans l'analyse des modalités trop rare
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Inertie du nuage des variables

o Linertie d’'une variable k possédant Ji modalités est la somme des inerties de ses modalités :

I L1 f -1
Inertie,,. (k) = E Inertienoq(j) = g ik
=t ~ p p
J J
Propriété fondamentale

o La part de l'inertie totale, due a une variable k est d'autant plus grande que le nombre de
modalités J de cette variable est grand.

o Si toutes les variables sont binaires (J, = 2), chaque variable apporte exactement la méme
inertie au nuage : &=L = L
P P
o Pré-traitement : On évite en pratique de conserver dans l'analyse des variables ayant des
nombres de modalités trop différent.

e Inertie totale est la somme des p inerties de chaque variable

P
J
I(C) = Inertietor = ZInertievar(k) =——1.
k=1 p
On retrouve Uinertie des profils lignes I(L).
Représentation des modalités
MCA factor map On peut tracer le nuage des points des individus

comme le barycentre des modalités qu'il posséde

1nd

_]C(mod )
p

\'Mg

Dim 2 (8.25%)

Dim 1 (20.34%)
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3.5 Relation de transition

. J
Gﬁmod) (]) — ﬁc(l"d)( ) ngnd) ('L) _ Z

j=1

_Jc<mod>
oo (7)

MCA factor maj
P MCA factor map
15 |
15 |
Fishing 1
1.0 .
1.0 !
| Gardening_1
o Keiting 1
05 Mechanjc_1
05 ' -
- | Gollecting_1
2 _ H
& o) ' Cooking_1
{ “Gaidoring 2 : oo .
© oy & : Walking_1  Volunteering_1
<
N L ulLevmg 1 -
£ X o
[= Py S o lfmion w; A U S S N E
7 = TRy~ - EXRBmGT 1 T
: Ky SR | oot Playing music._1
: Computer_1
¢ Show_t
i Ginema_1
0.5 : 0
h 0.5
1.0 H
1 1.0
1.0 0.5 0.0 05 1.0 15
10 05 0.0 05 1.0 15

Dim 1 (20.34%)
im 1 (20.34%) Dim 1 (20.34%)

n

1 tij ~(ind), . J
- LCﬁl”d) (’L) G(znd) i) = __7 (mod) .
vowb Iy "0 = g el)

2

Gﬁmod) (])

MCA factor map

s MCA factor map
15 ! H
! 15 '
Fishing 1 Fispjng 1
1.0 ' V
. 1.0 ¥
1" Gardening_t ! R
H 1" Gardening_1
] Knitting..1 .
4 ing..{
V Meghanic 1 : Knitting,
05 ' . ' Meghanic 1
3 Collecting 1 05 ! .
< ¢ Cookingf + Collecting_f
2 istening music. 0 . ?‘ K < : Cooking. f
S Walking.1.~ Volunteering 1 N Listening music : 3 K
< N ! Walking 1.~ Volunteering 1
o <
£ ~
e ! £
0.0 B e = s oReading A 7.~ Travaimy= - EREReT 17" """ a
feéiing.0 % 4 )l 0.0 F= - eading. 1 Trwaimn= T - EaBTeT 1
R o S Playing music_1 3.0 Listéning music. 1 A
& 1 Listehing mbsic 5" -+ - “Sport’s i
Fishipg. 0 o Spons Playing music_1
! Computer_1 g
i show_1 Computer_t
o $ . show_t
4 Cinena_1 .
-0.5 ? Cinerma_1
v 0.5
ardening 0 1
1.0 '
| 1.0
1.0 05 0.0 05 0 15
1.0 0.5 1.0 15

Dim 1 (20.34% )
im 1 (20.34%) Dim 1 (20.34%)

3.6 Relation de transition en R
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» 1. Individus - \rightarrow - Modalités (Barycentre des Individus)
On calcule la position d'une modalité comme le centre de gravité des individus qui la possédent.

Approche 1: Propriété de transition. Utilisation Approche 2 : Moyenne empirique directe. Calcul

des coordonnées de 'ACM (Factominer) explicite sur les individus du tableau nettoyé
> # Coordonnées des modalités (normalisées) > # Coordonnées des individus sur les axes 1 et 2
> baryl_mod <—)qobbies.mca$var$coord[, c("Dpim 1", > coords_ind <- hobbies.mca$ind$coord[, 1:2]
"Dim 2"
>
> > # Calcul manuel du barycentre pour chaque
> # Reprojection barycentrique (multiplication modalité
par VvA) > bary2_mod <-
> baryl_mod <- sweep( t(sapply(rownames(hobbies.mca$var$coord),
+ baryl_mod, function(mod) {
+ MARGIN = 2, + parts <- unlist(strsplit(mod, "_"))
+ STATS = sqrt(hobbies.mca$eig[1:2, + var_name <- parts[1]
"eigenvalue"]), + mod_val <- paste(parts[-1], collapse = "_")
+ FUN = "%" 4
+ ) + idx <-
> print_table(baryl_mod, scroll = 5) which(as.character(df_clean[[var_namell])
== mod_val)
+ colMeans(coords_ind[idx, , drop = FALSE])
Dim1 Dim 2 - 1)
. 0 >
Reading_0 -0.318 0.023 > print_table(bary2_mod, scroll = 5)
Reading_1 0.155 -0.011
. . . v
lictaninag mucir N -N A4 Nn Ny
Dim1 Dim 2 -
« Formule: Gjs - VA, = nL Y icr. Fis )
o ) J J Reading_o0 -0.318 0.023
o Multiplication par 4/As pour annuler la sur- Reading_1 e
dilatation des modalités et retrouver le listening music 0 -03AL 0085 v
centre de gravité exact du nuage d'individus e Applique directement la définition
Fy. statistique du barycentre (moyenne

arithmétique des coordonnées des
individus 7 € I;).

4 Aides a l'interpréetation

4.1 Inertie et valeurs propres dans 'ACM

« Ilya(au plus) min(n — 1,J — p) valeurs propres non nulles?.

« La valeur propre A, associée a l'axe de rang r s'écrit :
1
2
Ar = _an,k € [07 1]
P

2 Chaque individu 2, la somme des modalités choisies vaut exactement p

avec nf x les rapports de corrélation.

e Les inerties sont beaucoup plus faibles qu'en ACP/AFC (J — p est trés grand). Mais la moyenne
des valeurs propres vaut :

- 1 1
A=——3 2 ==
J—p;r P

= On interprétera en priorité les directions associées a une inertie A\, >

SR

4.2 Contribution des individus
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o Contribution de lUindividu ¢ a 'axe de rang r :

CTR{™ (4) =

ol Cr(ind)(i) est la coordonnée de lindividu ¢ sur l'axe r, n le nombre total d’individus et A,

la valeur propre de l'axe 7.

yp MM uage desindhicus (olrésparcorbotr) Interprétation : Les individus les plus excentrés
; Bon sur les axes factoriels sont ceux qui
] oor contribuent le plus.
- L J
S o T ARMBROR R BE S U
=]
-0.5 0.5 1.0

0.0
Dim1 (20.3%)

4.3 Contribution des modalités

« Contribution de la modalité j a 'axe de rang r :

fi (Cﬁmd)(j))2

mod) [\ __
D Ar
N nj p . AP (mod) . P ,
ot fj = —- est la frequence relative de la modalité 7, C, (7) sa coordonnée sur l'axe r et
p le nombre de variables actives.
ACM-Carledesmodall(és(coklnéespavconmbullon) Attention B Comme en AFC, la pOSitiOI’] sur le
" ! Gargening 1 Ilsb graphe seul ne suffit pas pour interpréter le
. B role d'une modalité. Les modalites les plus
éf” : excentrées ne sont pas nécessairement celles
£ ng_T Extibition_ qui contribuent le plus, car leur contribution
i dépend aussi de leur fréquence fj.
05 K E - Cinema %Show ‘
0.5 D‘O 05 1.0
Dim1 (20.3%)

4.4 Contribution des variables
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« Contribution de la variable k£ a 'axe de rang 7 :

2(k, F
CTRgvar)(k) _ Z CTRg.mOd)(J) _ n ( ) 7')
. P,
JE€Jk
ol Jg désigne l'ensemble des modalités de la variable k, et 772(k,F,a) est le rapport de
corrélation entre la variable qualitative k et la composante factorielle F.

ACM - Carré des liaisons (rapports de corrélation eta?)

Interprétation : La contribution d'une variable

0.5

E.Gardem correspond a la somme des contributions de
o ses modalités. Sur le carré des liaisons, les
g N variables proches du coin supérieur droit (1, 1)
Foz FS,Q sont celles qui contribuent le plus a la
o1 Lfggoking Walking "°™ construction des deux premiers axes.

g o OOMRYET L vtees

< Show
0.0 YeRrRRARESSINBRANINg EXMiTGT -~ - - - - -

0.00 0.25 0.50 0.75
Dim1 (20.3%)

4.5 Qualité de représentation : cos?

On utilise les mémes formules de cos? pour mesurer la qualité de projection des individus et des
modalités sur les axes factoriels.

En pratique, si deux points sont bien projetés (cos? élevé), leur proximité sur le plan refléte une
réelle proximité dans l'espace d’'origine.

( Proximité entre deux individus

o S’interpréte en termes de distance du x2 : deux individus se ressemblent s’ils ont choisi les mémes
modalités.

e (C'est cohérent avec la relation barycentrique : un individu se situe au centre de gravité des
modalités qu’il posséede.

() Proximité entre deux modalités (de variables différentes)

e S'interpréte en termes de distance du X2 : deux modalités se ressemblent si elles sont choisies par
les mémes individus.

e C'est cohérent avec la relation barycentrique : une modalité se situe au centre de gravité des
individus qui la possédent.

4.6 Variables qualitatives supplémentaires

Comme pour l'AFC : on se sert des relations de transitions pour calculer les coordonnées des
variables
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ACM - Modalités supplémentaires colorées par variable

12 :
1
!
1
I
|
0.8 !
1
1
1
I
|
~ 04 5 |
2
& Manual lapourer (5, 5]:
® ) [45,55]
£ Unskilisd'worker (65.75] 0 Married -Remarried
a : i M/é ! <Technician
00===-=-==r=ms= idewer- - - -~ - - L T i
(75,85] Employees 1 +F (35,45 Forernari
Divorcee I
!
J (25,35] Management

(85,100] !
4.7 Viariables quantitatives supplémentaires

Comme pour 'ACP : cercle de corfélation
' [15,25]

Quantitative variables - MCA
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